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Исследователем можно быть
и перед лицом огромной 

 неизученной проблемы,

и перед лицом школьной задачи,

миллионы раз решавшейся другими.

                            С.Л.Соболев

Объект исследования: квадратные уравнения.

Гипотеза: существуют способы решения квадратных уравнений, изучив которые можно решить любые квадратные уравнения . 

Цель: выяснить различные способы решения квадратных уравнений  .

Методы исследования: частично-поисковый, исследовательский, сравнительный анализ, синтез, практический.

Задачи:

1. Анализировать литературу и ресурсы Интернета о возникновении, определении, видах квадратных уравнений.

2. Классифицировать квадратные уравнения. 

3. Изучить способы решения квадратных уравнений.

4. Подобрать уравнения для решения выбранным способом.

Актуальность: умение  решать квадратные уравнения помогает в решении различных задач и в решении уравнений приводимых к квадратным.

Новизна работы: Впервые рассматриваются различные методы решения квадратных уравнений в зависимости от коэффициентов. Впервые даны различные варианты решения квадратных уравнений графическим способом. 

Место проведения:  МБОУ СОШ с. Юмашево.

Период исследования: с 1 ноября  2012 по 25 февраля 2013 года.

Период исследования: с 15 сентября по 25 сентября 2012 года.
Практическая значимость: В сборниках нестандартных задач по математике часто встречаются задачи на составление  и решений уравнений , приводимых к квадратным. Кроме того, такие задания нередко включают в математические олимпиады, поэтому ребятам, увлекающимся математикой полезно знать способы решения уравнений такого типа. Изученные методы  решения квадратных уравнений можно  использовать на факультативных занятиях в 8-11 классах, при подготовке к математическим олимпиадам и в качестве индивидуальных дополнительных заданий. 
                  Введение

1. Определение квадратного уравнения, его виды.

 Определение: Квадратным уравнением называется уравнение вида                                                   ax2 + bx + c = 0, где  х- переменная, а,b и с-некоторые числа, причем,  а ≠ 0.   Выражение 
      Корень такого уравнения (корень квадратного трёхчлена) — это значение переменной [image: image1.png]


, обращающее квадратный трёхчлен в ноль, то есть значение, обращающее квадратное уравнение в тождество.

Коэффициенты квадратного уравнения имеют собственные названия: коэффициент [image: image2.png]


 называют первым или старшим, коэффициент [image: image3.png]


 называют вторым или коэффициентом при [image: image4.png]


, [image: image5.png]


называется свободным членом этого уравнения.

       Приведённым называют квадратное уравнение, в котором старший коэффициент равен единице. Такое уравнение может быть получено делением всего выражения на старший коэффициент [image: image6.png]


:

[image: image7.png]4 ¢
o’ +pr+q=0, p=—, q=—




     Полным квадратным уравнением называют такое, все коэффициенты которого отличны от нуля.

      Неполным квадратным уравнением называется такое, в котором хотя бы один из коэффициентов кроме старшего (либо второй коэффициент, либо свободный член) равен нулю
      Если в квадратном уравнении ах2 + bx + c = 0 хотя бы один из коэффициентов b или с равен нулю, то такое уравнение называют неполным  квадратным уравнением.

Неполные квадратные  уравнения бывают трёх видов:

1) ах2 + с = 0, где с ≠ 0;

2) ах2 + bх = 0, где b ≠ 0;

3) ах2 = 0.

2. Из истории квадратных уравнений.

а) Квадратные  уравнения в Древнем Вавилоне
  Необходимость решать уравнения не только первой, но и второй степени ещё в древности была вызвана потребностью решать задачи, связанные нахождением площадей земельных  участков и с земляными работами  военного характера, а также с развитием астрономии и самой математики. Квадратные  уравнения умели решать около 2000 лет до н.э. вавилоняне. Применяя современную алгебраическую запись, можно сказать, что в их  клинописных текстах встречаются, кроме неполных, и такие, например, полные квадратные  уравнения:


х2 + х =  
[image: image8.wmf]4

3

,     х2 –  х = 14 
[image: image9.wmf]2
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Правило решения этих уравнений, изложенное в вавилонских текстах, совпадает по существу с современным, однако неизвестно, каким образом дошли вавилоняне до этого правила. Почти все найденные до сих пор клинописные тексты приводят только задачи с решениями, изложенными в виде рецептов, без указаний относительно того, каким образом они были найдены.

Несмотря на высокий уровень развития алгебры в Вавилоне, в клинописных текстах отсутствуют понятие отрицательного числа и общие методы решения квадратных уравнений. 
    В «Арифметике» Диофанта нет систематического изложения алгебры, однако в ней содержится систематизированный ряд задач, сопровождаемых объяснениями и решаемых при помощи составления уравнений разных степеней. При составлении уравнений Диофант для упрощения решения умело выбирает неизвестные.
    Вот, к примеру, одна из его задач.
Задача . «Найти два числа, зная, что их сумма равна 20, а произведение — 96».
     Диофант рассуждает следующим образом: из условия задачи вытекает, что искомые числа не равны, так как если бы они были равны, то их произведение равнялось бы не 96, а 100. Таким образом, одно из них будет больше половины их суммы, т. е. 10 + х. Другое же меньше, т. е. 10 - х. Разность между ними 2х. Отсюда уравнение: (10+x)(10—x) =96,или же      100 —x2 = 96.        x2 - 4 = 0 
Отсюда х = 2. Одно из искомых чисел равно 12, другое 8. Решение х = - 2 для Диофанта не существует, так как греческая математика знала только положительные числа. 
    Если решить эту задачу, выбирая в качестве неизвестного одно из искомых чисел, то можно прийти к решению уравнения: 
y (20-y)=96    или y2 - 20y+96=0
Ясно, что, выбирая в качестве неизвестного полуразность искомых чисел, Диофант упрощает решение; ему удается свести задачу к решению неполного квадратного уравнения.
б) Квадратные  уравнения в Индии.

     Задачи на квадратные уравнения встречаются уже в астрономическом тракте «Ариабхаттиам», составленном в 499 г. индийским математиком и астрономом Ариабахаттой. Другой индийский ученый, Брахмагупта (VII в.), изложил общее правило решения квадратных уравнений, приведенных к единой канонической форме:   ах2 + bх = с,  а > 0

В уравнении  коэффициенты, кроме а, могут быть отрицательными. Правило Брахмагупта по существу совпадает с нашим.  

    В Индии были распространены публичные соревнования в решении трудных задач. В одной из старинных индийских книг говорится по поводу таких соревнований следующее: «Как солнце блеском своим затмевает звезды, так ученый человек затмит славу в народных собраниях, предлагая и решая алгебраические задачи». Задачи часто облекались в стихотворную форму.
Вот одна из задач знаменитого индийского математика XII в. Бхаскары.
Задача 
«Обезьянок резвых стая
Всласть поевши, развлекалась
Их в квадрате часть восьмая
На поляне забавлялась
А двенадцать по лианам
Стали прыгать, повисая
Сколько ж было обезьянок,
Ты скажи мне, в этой стае?»
   Решение Бхаскары свидетельствует о том, что автор знал о двузначности корней квадратных уравнений.Соответствующее задаче  уравнение, Бхаскара пишет под видом: x2 - 64x = - 768
и, чтобы дополнить левую часть этого уравнения до квадрата, прибавляет к обеим частям 322, получая затем:
x2 - б4х + 322 = -768 + 1024,
(х - 32)2 = 256,
х - 32= ±16,
x1 = 16, x2 = 48. 
в) Квадратные уравнения у Аль-Хорезми
     В алгебраическом трактате Аль-Хорезми дается классификация линейных и квадратных уравнений. Автор насчитывает 6 видов уравнений, выражая их следующим образом: 
1. «Квадраты равны корням», т. е. ах2 = bх.

2. «Квадраты равны числу», т. е. ах2 = с.

3. «Корни равны числу», т. е. ах = с.

4. «Квадраты и числа равны корням», т. е. ах2 + с = bх.

5. «Квадраты и корни равны числу», т. е. ах2 + bх =с.

6. «Корни и числа равны квадратам», т. е. bх + с == ах2.


Для Аль-Хорезми, избегавшего употребления отрицательных чисел, члены каждого из этих уравнений слагаемые, а не вычитаемые. При этом заведомо не берутся во внимание уравнения, у которых нет положительных решений. Автор излагает способы решения указанных уравнений, пользуясь приемами ал-джабр и ал-мукабала. Его решение, конечно, не совпадает полностью с нашим. Уже не говоря о том, что оно чисто риторическое, следует отметить, например, что при решении неполного квадратного уравнения первого вида Аль-Хорезми, как и все математики до XVII в., не учитывает нулевого решения, вероятно, потому, что в конкретных практических задачах оно не имеет значения. При решении полных квадратных уравнений Аль-Хорезми на частных числовых примерах излагает правила решения, а затем их геометрические доказательства.
   Приведем пример.
   Задача . «Квадрат и число 21 равны 10 корням. Найти корень» (подразумевается корень уравнения х2 + 21 = 10х).
Решение: раздели пополам число корней, получишь 5, умножь 5 само на себя, от произведения отними 21, останется 4. Извлеки корень из 4, получишь 2. Отними 2 от 5, получишь 3, это и будет искомый корень. Или же прибавь 2 к 5, что даст 7, это тоже есть корень.
Трактат Аль-Хорезми является первой, дошедшей до нас книгой, в которой систематически изложена классификация квадратных уравнений и даны формулы их решения.
г) Квадратные  уравнения в Европе XIII-XVII вв.
   Формулы решения квадратных уравнений по образцу ал-Хорезми в Европе были впервые изложены в «Книге абака», написанной в 1202 г. Итальянским математиком Леонардо Фибоначчи. Этот объемный труд,  в котором отражено влияние математики как стран ислама, так и Древней Греции, отличается и полнотой, и ясностью изложения. Автор разработал самостоятельно некоторые новые алгебраические примеры решения задач и первый в Европе подошел к введению отрицательных чисел. Его книга способствовала распространению алгебраических знаний не только в Италии, но и в Германии, Франции и других странах Европы. Многие задачи из «Книги абака» переходили почти во все европейские учебники XVI-XVII вв. и частично XVIII.   

   Общее правило решения квадратных уравнений, приведенных к единому каноническому виду   х2 + bх = с, 

при всевозможных комбинациях знаков коэффициентов   b, с  было сформулировано в Европе лишь в 1544 г. М.Штифелем.

   Вывод формулы решения квадратного уравнения в общем виде имеется у Виета, однако Виет признавал только положительные корни. Итальянские математики Тарталья, Кардано, Бомбелли  среди первых в XVI в. Учитывают, помимо положительных, и отрицательные корни. Лишь в XVII в. благодаря трудам Жирара, Декарта, Ньютона и других ученых способ решения квадратных уравнений принимает современный вид.

СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ КВАДРАТНЫХ УРАВНЕНИЙ
1. Разложение левой части уравнения на множители. 
Если известны оба корня квадратного трёхчлена, его можно разложить по формуле

[image: image10.png]ar” + br +c = a(r — x1)(x — x3)




    (2)

Доказательство.
Для доказательства этого утверждения воспользуемся теоремой Виета. Согласно этой теореме, корни [image: image11.png]A



 и [image: image12.png]Lo



 квадратного уравнения [image: image13.png]ar +br+ec=0



 образуют соотношения с его коэффициентами: [image: image14.png]Ty + T3
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. Подставим эти соотношения в квадратный трёхчлен:

[image: image15.png]b
a2? +br + ¢ = a(a? + 2z + £) = a(a? — (21 + 22)7 + 2125 =
ST
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.

В случае нулевого дискриминанта это соотношение становится одним из вариантов формулы квадрата суммы или разности.

Из формулы (2) имеются два важных следствия:

     Следствие 1.
Если квадратный трёхчлен раскладывается на линейные множители, то он имеет корни.
        Доказательство.
Пусть [image: image17.png]ar” + bx + ¢ = (kx + m)(nx + 1)



. Тогда, переписав это разложение, получим:

[image: image18.png](kz 4+ m)(nz + 1) = bz + Tn(z + -) = kn(z — (- )@ — (~—))



.

Сопоставив полученное выражение с формулой (2), находим, что корнями такого трёхчлена являются [image: image19.png]| 3



 и [image: image20.png]


.

     Следствие 2.
Если квадратный трёхчлен не имеет корней, то он не раскладывается на линейные множители.
      Доказательство.
Действительно, если мы предположим противное (что такой трёхчлен раскладывается на линейные множители), то, согласно следствию 1, он имеет корни, что противоречит условию, а потому наше предположение неверно, и такой трёхчлен не раскладывается на линейные множители.
     ●  Примеры.

     1. Решим уравнение х2 + 10х – 24 = 0. 

      Разложим левую часть уравнения на множители:

х2 + 10х – 24 =  х2 + 12х – 2х – 24 = х (х + 12) – 2 (х +12) = (х + 12)(х – 2).


Следовательно, уравнение можно переписать так:

                               (х + 12)(х – 2) = 0.

Так как произведение равно нулю, то по крайне мере один из его множителей равен нулю. Поэтому левая часть уравнения обращается в нуль при  х = 2, а также при х =  - 12. это означает, что числа 2 и – 12 являются корнями уравнения  х2 + 10х – 24 = 0.

2.  Метод выделения полного квадрата 
Из любого квадратного трехчлена или многочлена второй степени можно выделить полный квадрат, т.е. преобразовать к виду:       [image: image21.png](ax+h) +o



.

Для того, чтобы выделить полный квадрат необходимо вспомнить формулы сокращенного умножения «квадрат суммы» и «квадрат разности»:  
[image: image22.png]


  

Конечно, следует всегда и везде помнить абсолютно все формулы сокращенного умножения. Рассмотрим общий вид квадратного трехчлена:    [image: image23.png]ax® +bx+c




Глядя на формулу «квадрат суммы», нужно привести к такому виду, что первым слагаемым будет квадрат какого-либо выражения:

[image: image24.png]= (Nax) +bxbe=



                         [[image: image25.png]


 ]
Второе слагаемое должно быть в виде удвоенного произведения первого выражения (которое в квадрате) на что-либо еще.

[image: image26.png]:(J;x)hz(ﬁx)%ﬂ:



     [ Обращаем внимание, что [image: image27.png]o —bx



,
[image: image28.png]


 т.е. [image: image29.png]


]
Третье слагаемое должно быть квадратом «остатка» второго слагаемого, его следуем прибавить и, для равновесия, отнять:

[image: image30.png]


   Первые три слагаемые можно свернуть по формуле [image: image31.png]n? + 2nmt o = (n+m)



:       [image: image32.png]



Это и есть полный квадрат (переменная [image: image33.png]


 стоит только внутри скобки)
Формула:     [image: image34.png]




- общий вид выделения полного квадрата из произвольного квадратного трехчлена.
     ● Пример.   
              Решим уравнение  х2 + 6х – 7 = 0    
Выделим в левой части полный квадрат. Для этого запишем выражение 

х2 + 6х  в следующем виде:                                        х2 + 6х  = х2 + 2· х ·3.

   В полученном выражении первое слагаемое – квадрат числа  х, а второе – удвоенное произведение х на 3. поэтому чтобы получить полный квадрат, нужно прибавить 32, так как                                       х2 + 2· х ·3 + 32 = (х + 3)2 .

 Преобразуем теперь левую часть уравнения     

х2 + 6х – 7 = 0,   
прибавляя к ней и вычитая 32.  Имеем:

х2 + 6х – 7 =  х2 + 2· х ·3 + 32  –  32 – 7 =  (х + 3)2 –   9  – 7 =  (х + 3)2 – 16.  
Таким образом, данное уравнение можно записать так:


   (х + 3)2 –16 = 0, т.е. (х + 3)2  = 16. 
Следовательно, х = 3 = 4,  х1 = 1, или х +3 = - 4 ,  х2   = –  7.

3.  Решение квадратных уравнений по формуле   
Вывод формулы:   
Умножим обе части уравнения 
ах2 + bх +  с = 0, а ≠ 0,

на 4а   и следовательно имеем: 
4а2х2 + 4аbс + 4ас = 0.

((2ах)2 + 2ах  · b + b2) – b2 + 4ас = 0,

(2ах + b)2 = b2 – 4ас, 

2ах + b =  ±   
[image: image35.wmf]2
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2ах = – b ± 
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, D =  b2 –  4ас
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[image: image37.wmf]2
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 Подкоренно выражение  [image: image38.png]bh* — dac



 называется дискриминантом  [image: image39.png]



· при [image: image40.png]-



 корней два;

· при [image: image41.png]


 корень один (в некоторых контекстах говорят также о двух равных или совпадающих корнях);

· при [image: image42.png]-



 корней на множестве действительных чисел нет. 
●  Примеры

Решим уравнения: 
а) 4х2+ 7х + 3 = 0.

  а = 4, b = 7, с = 3, D =  b2 –  4ас = 72  –  4· 4 ·3 = 49 – 48 = 1, D >два разных корня;

х = 
[image: image43.wmf]a
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 Таким образом, в случае положительного дискриминанта,

        т. е. при b2 –  4ас≥0  уравнение ах2 + bх +  с = 0 имеет два различных корня.

б) 4х2 – 4х + 1 = 0, 
а =4, b= - 4, с = 1. D =  b2 –  4ас= 16 – 4∙4∙1 = 0, D = 0, один корень;

х=
[image: image48.wmf]41
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Итак, если дискриминант равен нулю, т. е. =  b2 –  4ас= 0, то уравнение ах2 + bх +  с = 0 имеет единственный корень, х =
[image: image49.wmf]2
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в) 2х2 +3х + 4 = 0, а =2, b= 3, с = 4, D =  b2 –  4ас= 9 – 4∙2∙4 =9 – 32 = - 13, 

D < 0.  Уравнение  не  имеет  корней. 

Итак, если дискриминант отрицателен, т. е. =  b2 –  4ас< 0, то уравнение

 ах2+ bх +  с = 0 не имеет корней.           
4.Корни квадратного уравнения при чётном коэффициенте b
Для уравнений вида [image: image50.png]ar® + 2kr + ¢



, то есть при чётном [image: image51.png]


, где [image: image52.png]



вместо формулы (1) для нахождения корней можно использовать эквивалентное выражение

[image: image53.png]—k + Vk* —ac
Tip = ——

& a




Действительно, подставим в вышеприведённую универсальную формулу  корней уравнения указанное соотношение:

[image: image54.png]—2k + ,/(2k)2
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[image: image55.png]_ 2k VAR —dac _ 2+ AR —ac) 2k £ 2VEP —ac _
- 9 - 9 - 9 -




[image: image56.png]2(-k+Vk*—ac) —k+Vk®—ac
o = . ;




Для приведённого квадратного уравнения эта формула принимает вид:

[image: image57.png]T2 = -k £ VK —¢



.

Также при чётном [image: image58.png]


 удобнее вычислять значение не целого дискриминанта, а его четверти:

[image: image59.png]=0
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2
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или, если уравнение приведённое:

[image: image60.png]= O

=k?
—c



.

Все необходимые свойства при этом сохраняются:

[image: image61.png]—>0=D>0




(вместо знака «больше» в выражение может быть подставлены и другие знаки: «меньше» или «равно»). Подобным преобразованиям можно подвергнуть формулу для нахождения единственного корня при [image: image62.png]


:

[image: image63.png]_ T~k
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.

Обратите внимание, что для приведённого уравнения можно упростить расчёт следующим образом:

[image: image64.png]


.

Отсюда следует важное и полезное правило: корнем приведённого уравнения с чётным вторым коэффициентом и равным нулю дискриминантом является половина второго коэффициента.
Эти выражения является более удобным для практических вычислений при чётном [image: image65.png]


.  
5.  Решение  уравнений с использованием теоремы Виета

(прямой и обратной)   
а) Как известно, приведенное квадратное уравнение имеет вид

                                              х2 + px + q = 0.                               (1)

Его корни удовлетворяют теореме Виета, которая при  а = 1 имеет вид  
                                                  
[image: image66.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]12
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Отсюда можно сделать следующие выводы (по коэффициентам p и q
[image: image68.wmf]можно предсказать знаки корней).

а) Если свободный член  q
[image: image69.wmf]приведенного уравнения (1) положителен (q >0), то уравнение имеет два одинаковых по знаку корня и это зависит от второго коэффициента p.

Если p>0, то оба корня отрицательные, если p<0, то оба корня положительны.  
Например,

х2 – 3х + 2 = 0;  х1 = 2  и  х2 = 1, так как  q = 2 > 0  и   p =  – 3 <0; 
х2 +8х + 7 = 0;  х1 =  –  7   и  х2 =  – 1, так как  q = 7 > 0 и  p = 8 >0.

б) Если свободный член  q
[image: image70.wmf]приведенного уравнения (1) отрицателен (q < 0), то уравнение имеет два различных по знаку корня, причем больший по модулю корень будет положителен, если p<0, или отрицателен, если p>0.

Например, 

х2 + 4х – 5 = 0;  х1 =  –  5   и  х2 = 1, так как  q = –  5<0 и  p = 4 > 0;

х2  –   8х – 9 = 0;  х1 = 9   и  х2 =  –  1, так как  q = –  9<0 и  p = –  8 >0.     

б) Теорема Виета для квадратного уравнения  
                       ах2 +вх +с = 0

  имеет вид
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Справедлива теорема, обратная теореме Виета:    

Если числа х1 и х2 таковы, что х1+х2 = -р,  х1х2 = q, то х1 и х2 – корни квадратного уравнения  

                                   х2 +рх + q = 0.

Эта теорема позволяет в ряде случаев находить корни квадратного уравнения без использования формулы корней.     

 ● Примеры

       1. Решить уравнение 

                         х2 – 9х + 14 =0 
     Попробуем найти два числа х1 и х2 , такие, что                                       

                                       х1 +х2 = 9

                                       х1х2 = 14  

Такими числами являются 2 и 7. По теореме, обратной теореме Виета, они и служат корнями заданного квадратного уравнения. 
   2. Решить уравнение

                             х2 +3х – 28 = 0        

     Попробуем найти два числа х1 и х2 , такие, что                                    

                                       х1 +х2 = - 3

                                       х1х2 =  - 28

Нетрудно заметить, что такими числами будут – 7 и 4. Они и являются корнями заданного уравнения.  
6.Решение уравнений способом «переброски»
Рассмотрим квадратное уравнение

                                      ах2 + bх +  с = 0, а ≠ 0.

Умножая обе его части на  а, получаем уравнение

                                      а2 х2 + а bх +  ас = 0.

Пусть  ах = у, откуда  х = 
[image: image72.wmf]а

у

; тогда приходим к уравнению

                                      у2 + by + ас = 0,

равносильного данному. Его корни у1 и у2   найдем с помощью теоремы Виета. Окончательно получаем х1 = 
[image: image73.wmf]а

у
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  и  х1 =  
[image: image74.wmf]а
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. При этом способе коэффициент  а  умножается на свободный член, как бы «перебрасывается» к нему, поэтому его и называют  способом «переброски». Этот способ применяют, когда можно легко найти корни уравнения, используя теорему Виета и, что самое важное, когда дискриминант есть точный квадрат. 
● Примеры

 Решим уравнение  2х2 – 11х  + 15 = 0. 
Решение. «Перебросим» коэффициент  2  к свободному члену, в результате получим уравнение      у2 – 11y +30 = 0.  Согласно теореме Виета          
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Ответ: 2,5; 3
7. Свойства коэффициентов квадратного уравнения.

А. Пусть дано квадратное уравнение


ах2 + bх +  с = 0, а ≠ 0. 
1.Если а + b + с = 0 (т.е. сумма коэффициентов уравнения равна нулю), то    х1 = 1, х2  = 
[image: image76.wmf]а

с

.  
Доказательство. Разделим обе части уравнения на а ≠ 0, получим приведенное квадратное уравнение


х2  + 
[image: image77.wmf]c

b

 х + 
[image: image78.wmf]а
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  = 0.

Согласно теореме Виета 
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По условию а + b + с = 0, откуда  b =  – а – с. Значит,    
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Получаем х1 = 1, х2  = 
[image: image81.wmf]а

с

, что и требовалось доказать.

2. Если а - b + с = 0, или b = а + с, то х1 = – 1, х2  = –  
[image: image82.wmf]а
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.  
Доказательство. По теореме Виета 


  
[image: image83.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

+

а

с

х

х

a

b

х

х

2

2

1

1


По условию а – b + с = 0, откуда b = а + с. Таким образом,
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т.е. х1 = – 1 и х2  =  
[image: image85.wmf]а
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, что и требовалось доказать.  

● Примеры

1. Решим уравнение 345х2  – 137х – 208 = 0.

Решение. Так как  а + b + с = 0 (345 – 137 – 208 = 0), то х1  = 1,  х2  = 
[image: image86.wmf]а

с

 = 
[image: image87.wmf]345
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.
Ответ: 1; – 
[image: image88.wmf]345

208

.

2. Решим уравнение 132х2 + 247х + 115 = 0

Решение. Т. к. а-b+с = 0 (132 – 247 +115=0), то  х1= - 1, х2= - 
[image: image89.wmf]115

132

     

Ответ: - 1; - 
[image: image90.wmf]115
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Б. Если второй коэффициент b = 2k – четное число, то формулу корней 
х1,2  = 
[image: image91.wmf]2
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 можно записать в виде  х1,2  = 
[image: image92.wmf]2
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● Пример 
Решим уравнение 3х2  – 14х + 16 = 0. 
Решение. Имеем: а = 3,  b = –  14,  c = 16,   k = –  7; 
D = k2 – ac = (– 7)2 – 3 · 16 = 49 – 48 = 1, D>0, два различных корня; 
х = 
[image: image93.wmf].
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Ответ: 2; 
[image: image94.wmf]3
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В.  Приведенное уравнение  x2  + px + q = 0  
совпадает с уравнением общего вида, в котором  а = 1, p и c = q. Поэтому для приведенного квадратного уравнения формула корней  
х1,2  = 
[image: image95.wmf]2
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принимает вид:

х1,2  = 
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 или х1,2  =  - 
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      (3).

Формулу (3) особенно удобно использовать, когда p – четное число.

● Примеры

1. Решим уравнение х2  – 14х – 15 = 0.

Решение. Имеем: х1,2 = 7±
[image: image98.wmf]15

49

+

= 7±
[image: image99.wmf]64

= 7±8.   
Ответ: х1  = 15,   х2 =  – 1 . 
8. Графическое решение квадратного уравнения

Графиком квадратичной функции является парабола. Решениями (корнями) квадратного уравнения называют абсциссы точек пересечения параболы с осью абсцисс. Если парабола, описываемая квадратичной функцией, не пересекается с осью абсцисс, уравнение не имеет вещественных корней. Если парабола пересекается с осью абсцисс в одной точке (в вершине параболы), уравнение имеет один вещественный корень (также говорят, что уравнение имеет два совпадающих корня). Если парабола пересекает ось абсцисс в двух точках, уравнение имеет два вещественных корня (см. изображение справа.)

Если коэффициент [image: image100.png]


 положительный, ветви параболы направлены вверх и наоборот. Если коэффициент [image: image101.png]


 положительный (при положительном [image: image102.png]


, при отрицательном наоборот), то вершина параболы лежит в левой полуплоскости и наоборот.
Помимо универсального способа, описанного выше, существует так называемый графический способ. В общем виде этот способ решения рационального уравнения вида [image: image103.png]


 заключается в следующем: в одной системе координат строят графики функций [image: image104.png]=



 и [image: image105.png]


 и находят абсциссы общих точек этих графиков; найденные числа и будут корнями уравнения.

Есть всего пять основных способов графического решения квадратных уравнений.

Способ I
Для решения квадратного уравнения [image: image106.png]ar +br+ec=0



 этим способом строится график функции [image: image107.png]y =azr” + bxr+c



 и отыскивается абсциссы точек пересечения такого графика с осью [image: image108.png]


.

Способ II
Для решения того же уравнения этим способом его преобразуют к виду [image: image109.png]ar




 и строят в одной системе координат графики квадратичной функции [image: image110.png]


 и линейной функции [image: image111.png]


, затем находят абсциссу точек их пересечения.

Способ III
Решение этим методом подразумевает преобразование исходного уравнения к виду [image: image112.png]a(r+1)"+m =0



, используя метод выделения полного квадрата суммы (разности) и затем в [image: image113.png]


. После этого строятся график функции [image: image114.png]


 (им является график функции [image: image115.png]


, смещённый на [image: image116.png]


 единиц масштаба в право или влево в зависимости от знака) и прямую [image: image117.png]


, параллельную оси абсцисс. Корнями уравнения будут абсциссы точек пересечения параболы и прямой.

Способ IV
Квадратное уравнение преобразуют к виду [image: image118.png]ar® +c = —br



, строят график функции [image: image119.png]y=azxr’ +c



 (им является график функции [image: image120.png]


, смещённый на [image: image121.png]


 единиц масштаба вверх, если этот коэффициент положителен, либо вниз если он отрицателен), и [image: image122.png]


, находят абсциссы их общих точек.

Способ V
Квадратное уравнение преобразуют к особому виду:

[image: image123.png]



[image: image124.png]


     затем     [image: image125.png]az +b=——.
=



.

Совершив преобразования, строят графики линейной функции [image: image126.png]


 и обратной пропорциональности [image: image127.png]3 (e#0)



, отыскивают абсциссы точек пересечения этих графиков. Этот метод имеет границу применимости: если [image: image128.png]


, то метод не используется.

Пример. Решить уравнение х2 - 2х - 3 = 0. 
Решение. 
I способ. Построим график функции у = х2 - 2х - 3,
1) Имеем: а = 1, b = -2, х0 = 

 = 1, у0 = f(1)= 12 - 2 - 3= -4. Значит, вершиной параболы служит точка (1; -4), а осью параболы — прямая х = 1.

2) Возьмем на оси х две точки, симметричные относительно оси параболы, например точки х = -1 и х = 3.

Имеем f(-1) = f(3) = 0. Построим на координатной плоскости точки (-1; 0) и (3; 0).

3) Через точки (-1; 0), (1; -4), (3; 0) проводим параболу (приложение 1).

Корнями уравнения х2 - 2х - 3 = 0 являются абсциссы точек пересечения параболы с осью х; значит, корни уравнения таковы: х1 = - 1, х2 — 3.

II способ. Преобразуем уравнение к виду х2 = 2х + 3. Построим в одной системе координат графики функций у = х2 и у = 2х + 3 (приложение 2). Они пересекаются в двух точках А(- 1; 1) и В(3; 9). Корнями уравнения служат абсциссы точек А и В, значит, х1 = - 1, х2 — 3  (.приложение 2)
III способ. Преобразуем уравнение к виду х2 - 3 = 2х. Построим в одной системе координат графики функций у = х2 - 3 и у = 2х (приложение 3). Они пересекаются в двух точках А(-1; - 2) и В (3; 6). Корнями уравнения являются абсциссы точек А и В, поэтому х1 = - 1, х2 = 3.

IV способ. Преобразуем уравнение к виду х2-2х 4-1-4 = 0 и далее 
х2 - 2х + 1 = 4, т. е. (х - IJ = 4. 
Построим в одной системе координат параболу у = (х - 1)2 и прямую y = 4 (приложение 4). Они пересекаются в двух точках А(-1; 4) и В(3; 4). Корнями уравнения служат абсциссы точек А и В, поэтому х1 = -1, х2 = 3.

V способ. Разделив почленно обе части уравнения на х, получим




Построим в одной системе координат гиперболу 

 и прямую у = х - 2 (приложение 5).

Они пересекаются в двух точках А (-1; -3) и В(3; 1). Корнями уравнения являются абсциссы точек А и В, следовательно, х1 = - 1, х2 = 3. 

Итак, квадратное уравнение х2 - 2х - 3 = 0 мы решили графически пятью способами. Давайте проанализируем, в чем суть этих способов.

I способ. Строят график функции у точки его пересечения с осью х.

II способ. Преобразуют уравнение к виду ах2 = -bх - с, строят параболу у = ах2 и прямую у = -bх - с, находят точки их пересечения (корнями уравнения служат абсциссы точек пересечения, если, разумеется, таковые имеются).

III способ. Преобразуют уравнение к виду ах2 + с = - bх,строят параболу у — ах2 + с и прямую у = -bх (она проходит через начало координат); находят точки их пересечения.

IV способ. Применяя метод выделения полного квадрата, преобразуют уравнение к виду

а (х + l)2 + m = О 
и далее 
а (х + I) = - m

Строят параболу у = а (х + I)2 и прямую у = - m, параллельную оси х; находят точки пересечения параболы и прямой.

V способ. Преобразуют уравнение к виду    


Строят гиперболу 

 (это — гипербола при условии, что 

) и прямую у = — ах — b; находят точки их пересечения.

Заметим, что первые четыре способа применимы к любым уравнениям вида ах2 + bх + с = 0, а пятый — только к тем, у которых с 

. На практике можно выбирать тот способ, который вам кажется наиболее приспособленным к данному уравнению или который вам больше нравится (или более понятен).

Замечание. Несмотря на обилие способов графического решения квадратных уравнений, уверенности в том, что любое квадратное уравнение мы сможем решить графически, нет. Пусть, например, нужно решить уравнение х2 - х - 3 = 0 (специально возьмем уравнение, похожее на то, что было в рассмотренном примере). Попробуем его решить, например, вторым способом: преобразуем уравнение к виду х2 = х + 3, построим параболу у = х2 и прямую у = х + 3, они пересекаются в точках А и В (приложение 6), значит, уравнение имеет два корня. Но чему равны эти корни, мы с помощью чертежа сказать не можем — точки А и В имеют не такие «хорошие» координаты, как в приведенном выше примере. А теперь рассмотрим уравнение х2- 16х— 95 = 0. Попробуем его решить, скажем, третьим способом. Преобразуем уравнение к виду х2 — 95 = 16х. Здесь надо построить параболу у = х2 - 95 и прямую у = 16х. Но ограниченные размеры листа тетради не позволяют этого сделать, ведь параболу у = х2 надо опустить на 95 клеток вниз.

Итак, графические способы решения квадратного уравнения красивы и приятны, но не дают стопроцентной гарантии решения любого квадратного уравнения. Учтем это в далнейшем. 
   Если в уравнении

         x2  + px + q = 0

перенести второй и третий члены в правую часть, то получим

          x2  = – px –  q .

   Построим графики зависимостей  у = х2  и  у =   – px –  q .

График первой зависимости – парабола, проходящая через начало координат.

График второй зависимости – прямая.

   Возможны следующие случаи:  прямая и парабола могут пересекаться в двух точках, абсциссы точек пересечения являются корнями квадратного уравнения;

- прямая и парабола могут касаться (только одна общая точка),т.е. уравнение имеет одно решение;

- прямая и парабола не имеют общих точек, т.е. квадратное уравнение не имеет корней.
● Пример
1.Решим графически уравнение

   х2  – 3х – 4 = 0.  

    Решение.  Запишем уравнение в виде                  х2  = 3х + 4

Построим параболу  у = х2  и прямую  у = 3х + 4.

Прямую  у = 3х + 4 можно построить по двум точкам М (0;4) и N (3;13).

 Прямая и парабола пересекаются в двух точках А и B с абсциссами х1 = – 1  и х2 = 4           
Ответ: х1  = – 1  ,   х2 =  4 .
 9. Решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки.
   Графический способ решения квадратных уравнений с помощью  параболы неудобен. Если строить параболу по точкам, то потребуется много времени, и при этом степень точности получаемых результатов невелика.

  Предлагаем следующий способ нахождения корней квадратного

уравнения     ах2 + bх +  с = 0 с помощью циркуля и линейки.

  Допустим, что искомая окружность пересекает ось абсцисс в 

точках B (х1 ;0)  и  D (х2 ;0), где  х1  и х2  –   корни уравнения

ах2 + bх +  с = 0, и проходит через точки  А (0;1)  и  С (0;
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оси ординат. Тогда по теореме о секущих имеем ОВ∙ОD = ОА ∙ ОС,  откуда  

ОС = 
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Центр  окружности находиться в точке пересечения перпендикуляров

 SF  и  SK , восстановленных в серединах хорд AC  и  BD, поэтому   
SK  = 
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Итак: 

1) построим точки S(
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;
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 )  (центр окружности)  и  А (0;1);

2) проведем окружность с радиусом  SA;

3) абсциссы точек пересечения этой окружности с осью  Ох являются корнями квадратного уравнения. (приложение 9)
При этом возможны три случая. (приложение 10)
1) Радиус окружности больше ординаты центра (AS>SK, или R>
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), окружность пересекает ось Ох в двух точках (рис.а)   B (х1 ; 0)  и  D (х2 ;0), где

 х1  и х2  –   корни  квадратного уравнения ах2 + bх +  с = 0.

2) Радиус окружности равен ординате центра (AS = SВ, или R = 
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), окружность касается оси Ох  (рис.б)  в точке  B (х1 ; 0 ), где

 х1  – корень  квадратного уравнения.

3) Радиус окружности меньше ординаты центра (AS <  SВ, или R < 
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), окружность не имеет общих точек с осью абсцисс (рис. В приложение 10), в этом случае уравнение не имеет решения.

а) AS > SВ,  или R > 
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[image: image146.wmf]а

с

а

2

+

.

             Два решения х1  и х2.                               Одно решение х1.                                                                                                                                                                               

в) AS < SВ, или R < 
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Нет решения.

● Примеры 
1.Решим графически уравнение

   х2  – 2х – 3 = 0.     

  Решение. Определим координаты  точки центра окружности по формулам:   
х = – 
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  Проведем окружность радиуса  S A, где А (0;1).                                                                                                                         
Ответ: х1  = – 1  ,   х2 =  3 .
2. Решим  уравнение

   х2  – 5х + 4 = 0.  

    Решение.  Определим координаты точки центра окружности по формулам:

х = – 
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  Проведем окружность радиуса   A, где А (0;1).  (приложение 11                                                    
3. Решим  уравнение

   х2  +4х + 4 = 0.  

    Решение.  Определим координаты точки центра окружности по формулам:

х = – 
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        Проведем окружность радиуса   A, где  А (0;1). (приложение 12)
Ответ: х  = –  2 .

4. Решим  уравнение

   х2  –  2х + 3 = 0.  

    Решение.  Определим координаты точки центра окружности по формулам
х = – 
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  Проведем окружность радиуса   A, где А (0;1). ( приложение 13)
Ответ: уравнение не имеет решения. 

10.Геометрический способ решения квадратных уравнений.
   В древности, когда геометрия была более развита, чем алгебра, квадратные уравнения решали не алгебраически, а геометрически. Приведем ставший знаменитым пример из «Алгебры»  ал-Хорезми.

● Примеры

   Решим уравнение х2 + 10х = 39.

В оригинале эта задача формулируется следующим образом: «Квадрат и десять корней равны 39».

   Решение. Рассмотрим квадрат со стороной х, на его сторонах строятся прямоугольники так, что другая сторона каждого из них равна  2
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следовательно, площадь каждого равна 2
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 . Полученную фигуру дополняют затем до нового квадрата АВСD,  достраивая в углах четыре 
 равных квадрата,  сторона каждого из них 2
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   (приложение 14)  

      Площадь S квадрата ABCD можно представить как сумму площадей: первоначального квадрата х2, четырех прямоугольников

 (4 ∙ 2
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 = 10х ) и четырех пристроенных квадратов(6
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S = х2 + 10х = 25.   Заменяя  х2 + 10х  числом 39, получим что  S = 39+ 25 = 64, откуда следует, что сторона квадрата АВСD, т.е. отрезок АВ = 8. Для  искомой стороны  х  первоначального квадрата получим 


х = 8 – 2
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 – 2
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2. А вот, например, как древние греки решали уравнение


       у2 + 6у – 16 = 0.

Решение представлено на рис., где 

                       у2 + 6у = 16, или  у2 + 6у + 9 = 16 + 9.

Решение .Выражения  у2 + 6у – 16 +9 – 9 = 0 – одно и то же уравнение. Откуда и получаем, что у + 3 = ± 5, или у1 = 2, у2 =  – 8. (приложение 15)                                                    

3.  Решить геометрически уравнения  у2  – 6у – 16 = 0.

Преобразуя уравнение, получаем

                              у2 – 6у = 16.

На рис.  находим «изображения» выражения  у2 – 6у, т.е. из площади квадрата со стороной  у  два раза вычитается площадь квадрата со стороной, равной  3.  

   Значит, если к выражению  у2 – 6у прибавить 9, то получим площадь квадрата со стороной  у – 3.  Заменяя выражение  у2 – 6у равным ему числом, получаем: (у – 3)2 = 16 +9, т.е. у – 3 = ±
[image: image172.wmf],
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  или у – 3 = ± 5, где у1 = 8  и        у2 = – 2.   ( приложении 16)                                                  

11. Решение квадратных уравнений с помощью номограммы. 
Это старый и незаслуженно забытый способ решения квадратных уравнений, помещенный на с.83 (см. Брадис В.М.  Четырехзначные математические таблицы. – М., Просвещение, 1990).

   Таблица XXII. Номограмма для решения уравнения z2 + pz + q = 0. Эта номограмма позволяет, не решая квадратного уравнения, по его коэффициентам определить корни уравнения.

     Криволинейная шкала номограммы построена по формулам:

                       ОВ = 
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Полагая ОС = р, ЕD = q, ОЕ = а  ( все в см), из подобия треугольников САН и СDF  получим пропорцию
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откуда после подстановок и упрощений вытекает уравнение z2 + pz + q = 0, 

причем буква z означает метку любой  точки криволинейной шкалы. ( приложение 17)                                                                 

● Примеры

1. Для уравнения        z2   – 9z + 8 = 0.  Номограмма дает корни  z1 = 8, 0 и z2 = 1, 0 (рис. 12). 

2. Решим  с помощью номограммы уравнение        2z2  – 9 z + 2 = 0. 

     Разделим коэффициенты этого уравнения на 2,получим уравнение  

      z2 – 4, 5 + 1 =  0.      Номограмма дает корни z1 = 4 и z2 = 0,5.    (приложение 18)
3. Для уравнения          z2 + 5 z – 6 =  0    номограмма дает положительный

корень z1 = 1,0,  а отрицательный   корень находим, вычитая положительный корень  из – р,   т.е.   z2 = –  р – 1 = = –  5 – 1 = – 6,0     (приложение 19.)         

4.  Для уравнения           z2 – z – 8 = 0      номограмма дает положительный

корень z1 = 4,0,   отрицательный равен   z2 = –  р – z1  =  2 –  4 = – 2,0.   
5. Для уравнения            z2 + 4 z + 3 = 0, оба корня которого отрицательные числа, берем    z1 = – t   и находим по номограмме два                                                                                                                                                                                                            положительных корня t1 и t2 уравнения t2 – 4 t + 3 = 0, это t1 = 1 и t2 = 3, а затем z1 = – t1 =  – 1 и z2 = –  t2 = – 3. если коэффициенты  p и q  выходят за пределы шкалы, то выполняют подстановку z = kt     и решают с помощью номограммы   уравнение                   t2 + 
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где  k берут с таким расчетом, чтобы имели место неравенства   
    – 12,6≤
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6. Для уравнения  z2 – 25z + 66 = 0  коэффициенты   p и q  выходят за пределы шкалы, выполним подстановку  z = 5t, получим уравнение  t 2 – 5t  + 2,64 = 0, которое решаем посредством номограммы и получим t1 = 0,6  и t2 = 4,4, откуда z1 = 5 t1 = 5 • 0,6 = 3,0   и z2 = 5 t2 = 5 • 4,4 = 22,0.                          
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В  моей работе приведены далеко не все  области человеческих знаний, где нашла свое применение теория  уравнений.  Хотелось бы только сказать, что  со времени  возникновения теории решения квадратных уравнений прошло   несколько сотен веков, но за это время многие исследователи  выводят неведомые доселе способы и закономерности решения квадратных уравнений. При подготовке данной работы мне было очень интересно  находить применения теории на практике. Потому что очень часто возникает такое ощущение, что теоретические знания  стоят в стороне от  жизненной реальности.

По результатам проведённого мною исследования и полученного материала можно сделать следующие выводы:

1. У   квадратных уравнений собственная жизнь и свои законы..
2. Каждое  квадратное уравнение решается определённым способом

3.Решение квадратных уравнений является интересным и увлекательным занятием и одновременно служит хорошей гимнастикой для ума, а так же способствует большему интеллектуальному развитию учащихся..

Работая над проблемой решения квадратных уравнений, я пришла к выводу, что их решения можно использовать различные способы. В результате работы я подтвердила гипотезу о том, что существуют  несколько способов решения квадратных уравнений, изучив которые можно решить любое квадратное уравнение.
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